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摘要　基于三棱镜折射率的测量原理，采用最小偏向角法、掠入射法和垂直底边入射法对折射率相对不确定度进

行理论研究。结果表明，折射率相对不确定度随三棱镜顶角的增大而减小，不同波长的光对折射率相对不确定度

的影响较小，折射率的相对不确定度随角度测量不确定度的增加而变大。而且在使用最小偏向角法时，最小偏向

角位置附近偏向角随入射角的改变变化不明显，但偏向角不明显变化的范围随三棱镜顶角的增大而减小。最后，

给出了可获得折射率最小相对不确定度的最优方案，为三棱镜折射率的精确测量提供了理论依据。
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１　引　　言
折射率是表征介质材料光学性质的一个重要参数，随着精密光学仪器的发展，对折射率的测量精度要求

越来越高。在光学玻璃的生产和检测过程中，折射率对光学器件的质量具有重要的影响［１－３］，因此对折射率

１２１２０１－１
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的精确测量具有重要意义。Ｈｏｒｉ等［４－６］发表这方面的成果中显示其测量精度高于±３×１０－５，甚至可达到

±３×１０－６。
分光计是大学物理实验中最常用的精密测量角度的仪器之一，大多数高校都开设分光计测量折射率的

实验［７］。其中三种最常用的测量方法，分别为最小偏向角法［８］、掠入射法［９］和垂直底边入射法［１］。目前，周
文平等［１０］提出了一种精确测量棱镜材料折射率的改进方法，并通过测量数据来计算折射率，误差不超过

±０．０１５％；单明等［１１－１２］从测量实验数据的角度计算了不同方法测量折射率存在的误差；周凯宁等［１３－１４］通过
实验数据计算不确定度，对比了各种测量折射率方法的优劣；刘才明等［１５－１６］通过数值模拟得到最小偏向角法
测量三棱镜折射率时，对三棱镜的顶角有一定要求的结论；葛松华等［１７］通过数值模拟分析最小偏向角法测
量中临界角位置的不确定度，并提出克服临界角不确定度的操作方法；王雁冰［１８］通过数值模拟得出了折射
率与最小偏向角和顶角的关系。然而，实验数据测量过程中的一些因素，如分光计是否调整到最佳状态、数
据读取存在偶然误差、实验环境等都会造成实验数据具有一定的误差，最终导致以上所提到的通过实验数据
来评价三种测量折射率精度的方法说服力不强。到目前为止，还未有报道从理论上详细分析以上三种测量
折射率方法精度优劣的报道。鉴于此，本文从分光计测量三棱镜折射率的实验原理出发，从理论上对大学物
理实验中最常用的最小偏向角法、掠入射法、垂直底边入射法等三种折射率测量方法进行折射率相对不确定
度的分析。本文的分析结果对大学物理实验中精确测量折射率具有一定的指导意义。

２　折射率相对不确定度分析
２．１　测量原理
目前，大学物理实验中常用的三种测量三棱镜折射率方法的光路图如图１所示。其中（ａ）图为最小偏向

角法，（ｂ）图为掠入射法，（ｃ）图为垂直底边入射法，Ａ 为三棱镜顶角，ｉ为入射角，δ为偏向角，θ和α为出
射角。

图１ 测量三棱镜折射率原理图。（ａ）最小偏向角法；（ｂ）掠入射法；（ｃ）垂直底边入射法

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｍｅａｓｕｒｉｎｇ　ｔｈｅ　ｒｅｆｒｅｃｔｉｖｅ　ｉｎｄｅｘ　ｏｆ　ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ　ｐｒｉｓｍ．（ａ）Ｍｉｎｉｍｕｎ　ｄｅｖｉａｔｉｏｎ　ａｎｇｌｅ　ｍｅｔｈｏｄ；

（ｂ）ｇｌａｎｃｉｎｇ　ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ　ｍｅｔｈｏｄ；（ｃ）ｖｅｒｔｉｃａｌ　ｂｏｔｔｏｍ　ｅｄｇｅ　ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ　ｍｅｔｈｏｄ

假设三棱镜的顶角为Ａ，对于最小偏向角法［如图１（ａ）所示］，当入射角等于出射角（即ｉ＝θ）时，有δ＝
δｍｉｎ，δｍｉｎ即为最小偏向角，此时折射率ｎ的计算公式为

ｎ＝ｓｉｎ
（δｍｉｎ＋Ａ）／２
ｓｉｎ　Ａ／２

。 （１）

　　对于掠入射法［如图１（ｂ）所示］，当入射角以ｉ＝９０°光线掠入射时，有θ＝θｍｉｎ，此时折射率ｎ的计算公式为

ｎ＝ ｓｉｎθｍｉｎ＋ｃｏｓ　Ａ
ｓｉｎ（ ）Ａ

２

＋槡 １。 （２）

对于垂直底边入射法［如图１（ｃ）所示］，折射率ｎ的计算公式为

ｎ＝ ｓｉｎ２α＋（１＋ｓｉｎα·ｃｏｔ　Ａ）槡 ２。 （３）

　　从（１）～（３）式可以看出，上述三种测量三棱镜折射率的方法均只与两个角度的直接测量量有关，即只要
在实验中能够精确测量出顶角Ａ和另外一个角度（如最小偏向角、最小出射角等），代入相应的公式便可求
得三棱镜的折射率。因此，角度的测量不确定度直接影响着折射率的测量精度。
目前大学物理实验室中三棱镜的材质一般为Ｋ９玻璃，俞胜清等［１９－２０］对该玻璃的色散关系进行了测定，

给出折射率与波长的关系为

１２１２０１－２
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ｎ＝１．５０８０５＋２５８８．９２４９８λ２ ＋１．９２１０２×１０
８

λ４
， （４）

式中λ为波长，单位为ｎｍ。实验选ＧＰ２０Ｈｇ型汞灯谱线中亮度较高的λ＝５４６．１ｎｍ的绿光进行分析，结合
（４）式可得到对应的折射率ｎ＝１．５１８８９。

２．２　顶角Ａ对折射率相对不确定度的影响
由（１）～（３）式可得到最小偏向角法、掠入射法、垂直底边入射法中ｎ的相对不确定度的理论公式分别为

ｕｎ
ｎ ＝

ｎ
δ（ ）ｍｉｎ

２　ｕδｍｉｎ（ ）ｎ

２

＋ ｎ
（ ）Ａ

２　ｕＡ（ ）ｎ槡
２

， （５）

ｕｎ
ｎ ＝

ｎ
θ（ ）ｍｉｎ

２　ｕθｍｉｎ（ ）ｎ

２

＋ ｎ
（ ）Ａ

２　ｕＡ（ ）ｎ槡
２

， （６）

ｕｎ
ｎ ＝

ｎ
（ ）α

２　ｕα（ ）ｎ
２

＋ ｎ
（ ）Ａ

２　ｕＡ（ ）ｎ槡
２

， （７）

式中ｕＡ 为测量顶角的不确定度，ｕδｍｉｎ为测量最小偏向角的不确定度，ｕθｍｉｎ、ｕα 为测量出射角的不确定度。

ｕｎ／ｎ越小，表明折射率的测量精度越高。考虑到实验在分光计上进行，假设角度测量的不确定度为分光计
的最小分度值１′，选择λ＝５４６．１ｎｍ，ｕＡ＝１′，ｕδｍｉｎ＝１′，ｕθｍｉｎ＝１′，ｕα＝１′，ｎ＝１．５１８８９，代入（５）～（７）式中，可
得到三种测量方法中折射率相对不确定度随顶角Ａ的变化关系如图２所示。图２中黑色实线表示最小偏
向角法；红色虚线表示掠入射法；蓝色点划线表示垂直底边入射法。

图２ 三种方法的折射率相对不确定度与顶角的关系

Ｆｉｇ．２ Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｒｅｌａｔｉｖｅ　ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ　ｏｆ　ｒｅｆｒａｃｔｉｖｅ　ｉｎｄｅｘ　ａｎｄ　ｖｅｒｔｅｘ　ａｎｇｌｅ　ｆｏｒ　ｔｈｒｅｅ　ｍｅｔｈｏｄｓ

从图２中可以看出，若只考虑三棱镜顶角大小的影响，三种方法所得到的折射率相对不确定度都随顶角
的增大而减小。当选择三棱镜顶角Ａ＜２５°时，三种方法测得的折射率相对不确定度均大于０．０５％（此时折
射率的不确定为０．０００７６，即折射率的测量可精确到小数点后第３位），且随顶角的变化相对较快。相比而
言，用掠入射法测量折射率可获得最小的相对不确定度。当选择三棱镜顶角Ａ＞２５°时，三种方法所测得的
折射率相对不确定度几乎没有差别。例如当Ａ＝８０°时，折射率的相对不确定度只有约０．０２％（此时折射率
的不确定为０．０００３０）。为了最大程度上得到最小的折射率相对不确定度，在下文中如无特别说明，均选用

Ａ＝８０°的三棱镜进行分析。值得注意的是，当顶角Ａ＞８２°左右时，光线在三棱镜的出射面上将发生全反射，
即（１）～（３）式不再成立。因此图２中横坐标的最大值被限定在Ａ＜８２°范围内。

２．３　不同入射光波长对折射率相对不确定度的影响
事实上，测量三棱镜材料的折射率时，可以分析实验中哪个波长可获得对应折射率的最精确值。

根据（１）～（７）式，令Ａ＝８０°，ｕＡ＝１′，ｕδｍｉｎ＝１′，ｕθｍｉｎ＝１′，ｕα＝１′，可得到折射率的相对不确定度与入射光

波长的关系曲线，如图３所示。图３中实线、虚线、点划线分别为最小偏向角法、掠入射法、垂直底边入射法
时的情况。

从图３中可以看出，在可见光波长范围内，对于最小偏向角法，ｕｎ／ｎ随着λ的增大而减小；对于掠入射
法和垂直底边入射法，ｕｎ／ｎ几乎不随λ变化。在相同的入射光波长下，最小偏向角法的测量精度明显优于
其他两种方法。
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图３　Ａ＝８０°时折射率的相对不确定度与入射光波长的关系

Ｆｉｇ．３ Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｒｅｌａｔｉｖｅ　ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ　ｏｆ　ｒｅｆｒａｃｔｉｖｅ　ｉｎｄｅｘ　ａｎｄ　ｗａｖｅｌｅｎｇｔｈ　ｏｆ　ｉｎｃｉｄｅｎｔ　ｌｉｇｈｔ　ｗｈｅｎ　Ａ＝８０°

但是从纵坐标的数量级中可以看出，在可见光波长范围内，所得ｕｎ／ｎ均在万分之一量级（即折射率的不
确定度均小于０．０００２７）。而且，三种方法所得到的ｕｎ／ｎ最大只有不到０．００５％的差别，因此可认为波长对
三种方法所得折射率相对不确定度的影响差别不大。

２．４　测量角度的不确定度对折射率相对不确定度的影响
从（１）～（３）式可以看出，折射率的测量除了与三棱镜顶角Ａ的测量有关外，还和另一个角度（最小对于

最小偏向角法为最小偏向角δｍｉｎ，对于掠入射法为出射角θｍｉｎ，对于垂直底边入射法为出射角α）的测量有关。
根据（５）～（７）式，令Ａ＝８０°，ｎ＝１．５１８８９，可研究折射率的相对不确定度与角度测量不确定度的关系，结果
如图４所示。图４中黑色线表示最小偏向角法，红色线表示掠入射法，蓝色线表示垂直底边入射法；实线表
示ｕｎ／ｎ与ｕＡ 的关系，虚线表示ｕｎ／ｎ与另外一个角度测量不确定度的关系。

图４ 三种方法的折射率相对不确定度与角度不确定度的关系

Ｆｉｇ．４ Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｒｅｌａｔｉｖｅ　ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ　ｏｆ　ｒｅｆｒａｃｔｉｖｅ　ｉｎｄｅｘ　ａｎｄ　ａｎｇｌｅ　ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ　ｗｉｔｈ　ｔｈｒｅｅ　ｍｅｔｈｏｄｓ

图４中，为了方便比较，在研究折射率相对不确定度与某一个角度不确定度的关系时，选另一个角度不
确定度为０。例如研究最小偏向角法ｕｎ／ｎ与ｕδｍｉｎ的关系时（图４中黑色虚线），选取ｕＡ＝０；而研究ｕｎ／ｎ与

ｕＡ 的关系时（图４中黑色实线），选取ｕδｍｉｎ＝０。

从图４中可以看出，不论对于哪种测量方法，只要测量角度的不确定度增大，对应的折射率相对不确定
度均将增大，而且顶角的不确定度对测量折射率相对不确定度的影响（实线）总是大于另一个角度（对于最小
偏向角法为最小偏向角δｍｉｎ，对于掠入射法为出射角θｍｉｎ，对于垂直底边入射法为出射角α）的不确定度（虚
线）对测量折射率相对不确定度的影响。由此表明，为了获得相同的折射率相对不确定度，实验中顶角Ａ应
比另一个角度的测量精度要求高一些。
从图４中还可以看出，对于最小偏向角法，当角度的不确定度达到６０′时，顶角Ａ和最小偏向角δｍｉｎ对折

射率相对不确定的影响分别可以达到０．８３％和０．２９％；对于掠入射法，当角度的不确定度达到６０′时，顶角

Ａ和最小出射角θｍｉｎ对折射率相对不确定的影响分别可以达到１．５８％和０．４１％；对于垂直底边入射法，当角
度的不确定度达到６０′时，顶角Ａ和出射角α对折射率相对不确定的影响分别可以达到１．３４％和０．３３％。
因此比较三种测量方法可知，掠入射法中顶角Ａ的不确定度ｕＡ 对折射率相对不确定度的影响最大，最小偏
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向角法中最小偏向角δｍｉｎ的不确定度ｕδｍｉｎ对折射率相对不确定度的影响最小。假设三种方法中各直接测量
量的相对不确定度均为６０′（即ｕＡ＝ｕδｍｉｎ＝ｕθｍｉｎ＝ｕα＝６０′），可以计算得到总的折射率相对不确定度分别为

０．５８％（最小偏向角法）、１．０７％（掠入射法）、０．９１％（垂直底边入射法），结果表明若不考虑其他因素的影响，
最小偏向角法测量折射率的精度最高。

２．５　其他因素对折射率测量影响的讨论
周文平等［１０］报道了利用最小偏向角法进行折射率的测量实验时，发现当出射光线在最小偏向角位置附

近，即使载物台转动一较大的角度（即入射角改变一较大的角度），在望远镜视野中出射光线的角度位置变化
也不大。因此利用该方法测量折射率时，给最小偏向角的测量带来了较大的不确定度值。根据最小偏向角
法测量折射率的光路图［１（ａ）］，由折射定律可得出入射角ｉ与偏向角δ的关系为

δ＝ａｒｃｓｉｎ　ｎ·ｓｉｎ　Ａ－ａｒｃｓｉｎｓｉｎｉ（ ）［ ］ｎ －Ａ＋ｉ。 （８）

根据（８）式，假设ｎ＝１．５１８８９，可研究选取不同顶角Ａ时，偏向角δ随入射角ｉ的变化关系，如图５所示。在图５
中，Ａ＝５０°的曲线用红色实线表示，Ａ＝６０°的曲线用蓝色实线表示，Ａ＝７０°的曲线用黑色实线表示，Ａ＝８０°的曲
线用绿色实线表示。图５中竖虚线为各曲线中纵坐标最小值（即最小偏向角）＋１′所对应的横坐标。

图５ 最小偏向角法的偏向角与入射角的关系

Ｆｉｇ．５ Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｄｅｖｉａｔｉｏｎ　ａｎｇｌｅ　ａｎｄ　ｉｎｃｉｄｅｎｔ　ａｎｇｌｅ　ｗｉｔｈ　ｍｉｎｉｍｕｍ　ｄｅｖｉａｔｉｏｎ　ａｎｇｌｅ　ｍｅｔｈｏｄ

从图５中可以看出，对于不同的顶角Ａ，均存在一个偏向角的最小值δｍｉｎ。随着顶角Ａ的增大，最小偏
向角δｍｉｎ也将增大。但是，每条曲线在δｍｉｎ附近的变化均比较平缓，也就是说当入射角在该范围内变化几度
甚至十几度，偏向角几乎不变。这就是实验中出射光在最小偏向角位置附近时，转动载物台而出射光位置几
乎不变的原因。上述结果将导致最小偏向角测量法具有比较大的随机性。由于人眼可以分辨的最小角度约
为１′［２１］（当最小偏向角测量值比真实值偏大１′时，测得折射率的值将在小数点后第４位变化），即转动载物
台以改变入射角时，若偏向角改变的角度小于１′，人眼是分辨不出来的。在该过程中载物台转过的角度（入
射角的改变量）在图５中可用曲线下方的两条竖虚线间的横坐标差Δ表示。从曲线上可以计算得出ΔＡ＝５０°≈
２°３６′，ΔＡ＝６０°≈２°５′，ΔＡ＝７０°≈１°３５′，ΔＡ＝８０°≈５６′。可以看出，Δ随Ａ 的增大而减小。因此，可以认为利用最小
偏向角法测量三棱镜的折射率时，选择顶角较大的三棱镜可以尽量减小最小偏向角的不确定范围，进而在一
定程度上降低折射率的相对不确定度。这一结果与上文分析不同的顶角对折射率相对不确定度的影响结论
相同。

３　结　　论
本文首先分析不同的顶角对折射率相对不确定度的影响，结果表明三种方法得到的折射率相对不确定

度都随顶角的增大而减小。因此在不发生全反射的条件下，为了获得最小的折射率相对不确定度，建议尽量
采用顶角较大的三棱镜来完成实验。其次，研究不同波长的入射光对测量折射率相对不确定度的影响，结果
表明在可见光范围内，三种方法对不同波长对应的折射率相对不确定度的影响差别不大。再者，研究测量角
度的不确定度对折射率相对不确定度的影响，结果表明在相同的角度不确定度情况下，最小偏向角法可获得
最佳的折射率测量精度。特别地，当选用顶角Ａ＝８０°，λ＝５４６．１ｎｍ，其他直接测量量的不确定度均为６０′

１２１２０１－５



５４，１２１２０１（２０１７） 激光与光电子学进展 ｗｗｗ．ｏｐｔｉｃｓｊｏｕｒｎａｌ．ｎｅｔ

时，利用最小偏向角法测量折射率的相对不确定度可达到０．５８％。最后，分析最小偏向角法在不同顶角情
况下，偏向角随入射角的变化关系。结果表明当人眼可分辨最小偏向角变化为１′时，入射角的变化范围随
顶角增大而减小，进一步证明使用大顶角三棱镜对测量折射率的优越性。本文研究得出的结论为利用分光
计精确测量三棱镜折射率提供了理论依据。
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